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图 （ｎ≤９）的优美性

魏众德，李敬文，武永兰
（兰州交通大学电子与信息工程学院，甘肃 兰州 ７３００７０）

摘　要：设计了一种递归回溯算法，采用了剪枝函数与预判函数相结合的算法优化策略，实现了对有限点内任
意图的优美性验证。利用该算法，对９个点内的所有简单连通图进行了优美性验证，得到该范围内所有优美图
和非优美图的数量。结果表明，在该范围内绝大多数的图是优美的。并且根据实验数据，文中还得出以下结果：

Ｋｎｍ（由完全图减去ｍ条边所得的图）是非优美图的确定下界；当ｐ、ｑ满足一定条件时，这类 （ｐ，ｑ）图 （ｐ
为顶点数，ｑ为边数）中的所有图全部是优美的；当 ｑ（ｍｏｄ４） ＝｛０，３｝，且 ｑ≤ ［３７ｐ－９３］时，（ｐ，ｑ）
图中几乎所有的图都是优美的。且进一步猜测，当ｐ＞９时，相关结论成立。
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　　现实世界中大多数问题可以抽象为图论问题，
即事物或现象代表为点，事物之间以及现象之间的

某种联系抽象为边，用图表示出事物之间联系的拓

扑结构，进一步转变为对图的研究。图论的起源可

以追溯至１７３６年ＥＵＬＥＲ对格尼斯堡七桥问题的研
究，但在随后的近２００年里发展缓慢。受近代电子
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计算机发展的影响，图论在近年来得到快速发展，

形成了一个重要的数学分支，并与矩阵论、群论等

分支相互交叉做研究。图论广泛应用于计算机科

学、网络、有机化学等多个领域，尤为热门的机器

学习、神经网络，以图论的数学理论背景作为基

础，进而研究出基于图论的机器学习算法，并得以

广泛应用。

图的优美标号问题是图论中最为热门的研究之

一，它的研究始于２０世纪６０年代 Ｒｏｓａ［１］提出的
优美树猜想：所有的树都是优美的，由于优美标号

的组合数变化很多，在数学理论分析上造成很大困

难，因此该猜想至今无人证明或否定，２０１０年
Ｆａｎｇ等［２］利用计算机算法证明了３５个顶点内的所
有树都是优美的。在优美树猜想提出的近４０年中，
又有多人提出了其它相关猜想，比如：１９８０年
Ｇｒａｈａｍ等［３］提出：任何树都有和谐标号，１９９１年
Ｇｎａｎａｊｏｔｈｉ等［４］提出：每棵树都是奇优美的。标号

种类以及标号理论分析的多样性使得研究者查阅文

献较为困难，而在文献 ［５］中，则详细列出了近
６０年内所有标号的研究现状。优美图的概念由Ｒｏ
ｓａ［１］首次提出，随后 Ｇｏｌｏｍｂ［６］对优美图给出了明
确的定义。由于优美图在军事方面比如：雷达脉冲

码，通信网络等方面的广泛应用，所以更加引起学

者们的重视，并且其理论研究具有重要价值。

国内外学者对优美图的研究，目前主要集中在

树、与圈相关的图、部分特殊图、并图和一些非连

通图等方面［７－１０］，例如毛毛虫、花树等特殊树目

前已经证明是优美的。而对于一般图的优美性及非

优美性研究很少，Ｅｒｄｓ［３］在未正式发表的一篇论
文中阐述了多数图并不是优美的，但未得到证明。

Ｒｏｓａ认为一个图Ｇ是非优美的主要有３个原因［１］：

① 图Ｇ有太多的顶点且没有足够的边；② Ｇ有太
多的边而没有足够的顶点，③ Ｇ的边数具有错误
的奇偶性。因此，本论文结合文献 ［１１］给出的
生成非同构图的算法源代码，以及结合目前已实现

的优美标号算法，给出了９个点内的所有优美图及
非优美图的数量，并对数据进行分析，得出该范围

内的所有图，非优美图占比很小，且非优美图的分

布很有规律，大致满足Ｒｏｓａ提出的３个基本原因；
对应的，优美图的分布也呈现出很有趣的现象，下

节给出具体定理和相关猜想。

文中所用的 ［ｍ，ｎ］为集合 ｛ｍ，ｍ ＋１，ｍ
＋２，…，ｎ｝，即从ｍ到ｎ的自然数。为方便起见，

以下给出优美标号和优美图的定义。

定义１［６］　如果一个 （ｐ，ｑ）图Ｇ（ｐ个顶点，
ｑ条边）存在一个映射ｆ：Ｖ（Ｇ）→ ［０，ｑ］，使得
图Ｇ中任意两个顶点 ｘ、ｙ满足 ｆ（ｘ）≠ｆ（ｙ），
并且定义边ｕｖ∈Ｖ（Ｇ）的标号为ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－
ｆ（ｖ）｜。当 ｛ｆ（ｕｖ）：ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝ ＝ ［１，ｑ］时，
则称ｆ为图Ｇ的一个优美标号 （ｇａｒｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇ），
图Ｇ称为优美图 （ｇｒａｃｅｆｕｌｇｒｐａｈ）。

算法是基于搜索优美空间的，进而找出图的优

美标号。为了详细说明算法的执行过程，以下给出

优美空间的明确定义。

定义２　对于边数为 ｑ的一类优美图，都存在
一个表 （如表１），并且满足：

（ｉ）Ｍｉｎ（ｆ（ｕ），ｆ（ｖ））≥０；
（ｉｉ）Ｍａｘ（ｆ（ｕ），ｆ（ｖ））≤ｅｄｇｅＬａｂｅｌ；
（ｉｉｉ）｜ｆ（ｕ） －ｆ（ｖ） ｜＝ｅｄｇｅＬａｂｅｌ。
则称此表为边数为ｑ的优美集合，又称ｑ优美

空间。

表１　ｑ优美空间
Ｔａｂｌｅ１　ｑｇｒａｃｅｆｕｌｓｐａｃｅ

边标号（ｅｄｇｅＬａｂｅｌ） 相邻顶点标号（ｆ（ｕ），ｆ（ｖ））

ｑ （０，ｑ）

ｑ－１ （０，ｑ－１）（１，ｑ）

…… ……

１ （０，１）（１，２）… （ｑ－１，ｑ）

由此可知，对于每个边标号 （ｅｄｇｅＬａｂｅｌ），对
应的取唯一一个二元组 （由该边的两个相邻顶点

标号组成），而这些二元组集合组成的图都是优美

的。

例１　如表２为 ｑ＝９的优美空间，取出的二
元组对应优美图如图１所示。

图１　Ｇ（５，９）优美标号
Ｆｉｇ１　ＡｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｉｎｇｏｆＧ（５，９）

７７
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表２　ｑ＝９优美空间
Ｔａｂｌｅ２　Ｇｒａｃｅｆｕｌｓｐａｃｅｗｉｔｈｑ＝９

边标号（ｅｄｇｅＬａｂｅｌ） 相邻顶点标号（ｆ（ｕ），ｆ（ｖ））

９ （０，９）
８ （０，８）（１，９）
７ （０，７）（１，８）（２，９）
６ （０，６）（１，７）（２，８）（３，９）
５ （０，５）（１，６）（２，７）（３，８）（４，９）
４ （０，４）… （３，７）（４，８）（５，９）
３ （０，３）… （４，７）（５，８）（６，９）
２ （０，２）… （５，７）（６，８）（７，９）
１ （０，１）… （６，７）（７，８）（８，９）

文中是对９个点内的所有图进行了优美性验
证，其中包含了树、单圈图、双圈图以及其它图，

而树和单圈图已经提出相关猜想，以下列出：

猜想１［１］　所有的树都是优美的。
猜想２［１２］　除了圈Ｃｎ，ｎ（ｍｏｄ４） ＝｛１，２｝

是非优美图之外，其它所有的单圈图都是优美的。

１　定理和猜想
本文所讨论的图均为简单连通图，若为非连通

图则另加说明。对于一类 （ｐ，ｑ）图，判断其中
每个图是否优美的解决思路如下：① ｑ优美空间可
以组合出ｑ！个图；② ｑ！个图中包含非连通图和
连通图，但都是优美的；③ 所有 （ｐ，ｑ）图中的
优美图都包含在ｑ！个图中，即 ｑ优美空间具有完
备性；④ 如果一个 （ｐ，ｑ）图不包含在 ｑ！个图
中，则它是非优美的。基于以上４个思路设计的优
美图判定算法，可知，算法具有正确性，第二节将

给出算法详细步骤。根据算法实验结果，给出如下

定理和猜想。

一类 （ｐ，ｑ）图，在边密度过大的情况下，
会导致这一类 （ｐ，ｑ）图中的所有图全部非优美。
以下给出定理１，在９个点范围内，（ｐ，ｑ）图由
完全图再减去ｍ条边 （Ｋｎ－ｍ），这类 （ｐ，ｑ）图
仍然是非优美的。

定理１　当５≤ｐ≤９，ｑ≥ｐ（ｐ－１）２ －ｍ时，

图 （ｐ，ｑ）是非优美的，其中：

ｍ＝
ｐ－５，ｐ＝５，６；
ｐ－４，ｐ＝７，８；
ｐ－３，ｐ＝

{
９

　　由定理１，可得如下猜测，对于 （ｐ，ｑ）图，
当点数大于９时，边数在一定范围内，这类 （ｐ，
ｑ）图都是非优美的。

猜想３　当 ｐ＞９，ｑ＝ｐ（ｐ－１）２ －ｍ时，图

（ｐ，ｑ）是非优美的，其中ｍ＝０，１，… ，ｐ－３。
算法搜索结果得知，在 ９个点范围内，部分

（ｐ，ｑ）图中的所有图全部是优美的。
定理２　当２≤ｐ≤４时，（ｐ，ｑ）图是优美的，

当ｐ＝

５，ｑ＝４，７，８，９；
６，ｑ＝５，７，８，１１，１２，１３；
７，ｑ＝６，７，８，１１；
８，ｑ＝７，８，１１，１２；
９，ｑ＝８，１１，１２，１５，













１６

时，（ｐ，ｑ）图是

优美的。

在９个点范围内，并且边密度不大的情况下，
（ｐ，ｑ）图呈现出一定的规律性：当ｑ（ｍｏｄ４） ＝
｛０，３｝时，这类 （ｐ，ｑ）图中的非优美图占总图
的比例很小，可以认为绝大多数图都是优美的，根

据实验结果，对 “边密度不大”量化为ｑ≤［３７ｐ
－９３］，因此可得定理３。
定理３　当５≤ｐ≤９，ｑ≤［３７ｐ－９３］，且ｑ

（ｍｏｄ４） ＝ ｛０，３｝时，几乎所有的 （ｐ，ｑ）图
是优美的。

证明　由表３－表７可知，在边密度不大的条
件下，边数ｑ呈现出一定的规律性，即 ｑ（ｍｏｄ４）
＝｛０，３｝时，（ｐ，ｑ）图中几乎所有的图都是优
美的，根据表中数据对此条件进行量化，取出散点

（ｘ，ｙ），其中当ｐ＝ｘ，ｑ≤ｙ时，（ｐ，ｑ）图满足此
规律，由表３－表７可分别取出散点 （５，９）、（６，
１３）、（７，１７）、（８，２０）、（９，２４），如图２所示。

图２　９个点内 “边密度不大”上界

Ｆｉｇ２　Ｔｈｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄａｒｙｏｆ
“ｓｍａｌｌｓｉｄｅｄｅｎｓｉｔｙ”ｉｎｔｈｅ９ｐｏｉｎｔｓ

对数据进行线性拟合，可得 ｙ＝３７ｘ－９３，
由于边数为整数，故定义ｙ＝［３７ｐ－９３］。因此，
ｑ≤［３７ｐ－９３］，定理３成立。

８７
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由定理３，可以进行如下猜测，当点数大于９
时，该规律依然满足。

猜想４　当 ｐ＞９，ｑ≤ ［３７ｐ－９３］，且 ｑ
（ｍｏｄ４） ＝ ｛０，３｝时，几乎所有的图 （ｐ，ｑ）
是优美的。

由于９个点内 “边密度不大”的上界是根据

实验数据结果限定的，本质上是一个模糊界限，但

是可以对图论中相关标号领域的研究给予数据支

持。

２　优美图判定算法
首先利用文献 ［１１］中的生成非同构图算法，

生成９个点内的所有非同构图，并且按不同的点与
边进行区分，以邻接矩阵形式分别存储于文件 ｐ＿
ｑｔｘｔ中。

本算法包含２个子算法，分别为：基于优美空
间搜索判定算法和基于邻接矩阵优美判定算法。算

法１的基本思想是：首先对文件 ｐ＿ｑｔｘｔ做预处
理，其中ｐ为图的顶点数，ｑ为对应边数，预处理
包括４部分： （ｉ）计算文件中图的总个数； （ｉｉ）
求每个图对应的度序列；（ｉｉｉ）求每个图对应的特
征值；（ｉｖ）对每个图设一个标志，用于标识该图
是否已经优美；然后搜索优美空间，搜索出的图与

源文件中的图进行对比，如果为文件中第 ｉ个图，
则将图Ｇｉ标为优美。

算法１　基于优美空间搜索判定算法
输入：（ｐ，ｑ）图的邻接矩阵文件ｐ＿ｑｔｘｔ
输出：文件中所有非优美图

１ｂｅｇｉｎ
２读邻接矩阵文件ｐ＿ｑｔｘｔ
３ｆｏｒｉ１→ｎｎ是文件中所有图的总个数
４ＣｏｍｐｕｔｅＤｅｇｒｅｅＳｅｑ（Ｇｒａｐｈｉ）
５ＣｏｍｐｕｔｅＥｉｇｅｎｖａｌｕｅ（Ｇｒａｐｈｉ）
６ＩｓＧｒａｐｈｉＧｒａｃｅ＝ｆａｌｓｅ
７ｅｎｄｆｏｒ
８ｓｅａｒｃｈｇｒａｃｅｆｕｌｓｐａｃｅ
９二元组集合→邻接矩阵ＴｅｍｐＭａｔｒｉｘ
１０ＣｏｍｐｕｔｅＤｅｇｒｅｅＳｅｑ（ＴｅｍｐＭａｔｒｉｘ）
１１ＣｏｍｐｕｔｅＥｉｇｅｎｖａｌｕｅ（ＴｅｍｐＭａｔｒｉｘ）
１２ｆｏｒｉ１→ｎ
１３ｉｆ（ＩｓＤｅｇｒｅｅＳｅｑＳａｍｅ（Ｇｒａｐｈｉ，ＴｅｍｐＧｒａｐｈ）

＆＆ＩｓＥｖａｌｕｅＳａｍｅ（Ｇｒａｐｈｉ，ＴｅｍｐＧｒａｐｈ）
１４ＩｓＧｒａｐｈｉＧｒａｃｅ＝ｔｒｕｅ；
１５ｂｒｅａｋ；
１６ｅｎｄｆｏｒ

１７ｉｆ（ｅａｃｈＧｒａｐｈｉｓｇｒａｃｅｆｕｌ）
１８ｂｒｅａｋ；
１９ｅｎｄｓｅａｒｃｈ
２０ｆｏｒｉ１→ｎ
２１ｉｆ（ＩｓＧｒａｐｈｉＧｒａｃｅ＝＝ｆａｌｓｅ）
２２ｏｕｔｐｕｔ（Ｇｒａｐｈｉ）；
２３ｒｅｔｕｒｎ
２４ｅｎｄ
考虑到优美空间庞大以及搜索整个优美空间的

时间复杂度较高，当文件中所有图都已经标为优美

时，或者该文件中大部分图都已标为优美，只有少

量暂时未标为优美的图时，算法１可以结束，用算
法２解决剩余图。算法２的基本思想是：对于给定
的图，对应图的邻接矩阵为 Ｍｎ，其中 Ｍｉｊ＝１代表
顶点ｉ与顶点 ｊ之间有边 （ｉ≠ｊ），对 Ｍｉｉ进行优美
标号，Ｍｉｉ即代表该图中的各个点，标号过程为：
首先从优美空间中选出边标号为 ｑ的１个二元组，
然后将二元组 （ｍ，ｎ）中的２个值分别标于邻接
矩阵的主对角线上，即Ｍｉｉ＝ｍ，Ｍｊｊ＝ｎ，并且需要
满足条件Ｍｉｊ＝１，然后选出边标号为 ｑ－１的１个
二元组 （ｍ′，ｎ′），标于邻接矩阵主对角线上，边
标号递减，如果当前边标号无法在邻接矩阵中标成

功，则回退至上一级，重新开始标号；如果边为１
的１个二元组已经标成功，则说明该图是优美的，
算法结束。如果整个优美空间已经搜索完毕，仍未

找到该图的优美标号，则确定该图是非优美的。算

法２的具体步骤如下：
算法２：基于邻接矩阵优美判定算法
输入：一个邻接矩阵Ｍｎ
输出：该邻接矩阵对应图是否优美

１ｂｅｇｉｎ
２ｓｅａｒｃｈｇｒａｃｅｆｕｌｓｐａｃｅ（ｅｄｇｅＬａｂｅｌ）ｅｄｇｅＬａｂｅｌ

∈ ｛０，１，２，…，ｑ｝
初始化ｅｄｇｅＬａｂｅｌ＝ｑ
３ｉｆ（ｅｄｇｅＬａｂｅｌ＝＝０）
４ｔｈｉｓｇｒａｐｈｉｓｇｒａｃｅｆｕｌ；
５ｒｅｔｕｒｎ；
６ｓｅｌｅｃｔａｔｗｏｔｕｐｌｅ（ｍ，ｎ）
ｍ∈ ｛０，１，…，ｅｄｇｅＬａｂｅｌ－ｍ｝，
ｎ∈ ｛ｅｄｇｅＬａｂｅｌ，ｅｄｇｅＬａｂｅｌ＋１，…，ｑ｝，｜ｎ－

ｍ｜＝ｅｄｇｅＬａｂｅｌ
７Ｉｆ（ｔｕｐｌｅ（ｍ，ｎ）ｉｓｎｏｔｅｎａｂｌｅｄ）
８ＲｅＳｅｌｅｃｔｔｕｐｌｅ；
９ｆｏｒｉ１→ｎ
１０Ｉｆ（Ｍｉｉｉｓｅｎａｂｌｅｄ）

９７
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１１Ｍｉｉ＝ｍ；
１２ｆｏｒｊｉ→ｎ
１３Ｉｆ（Ｍｊｊｉｓｅｎａｂｌｅｄ＆＆Ｍｉｊ＝＝１）
１４Ｍｊｊ＝ｎ；Ｍｉｊ＝ｅｄｇｅｌａｂｅｌ；
１５ｅｎｄｆｏｒｊｉ→ｎ
１６ｅｎｄｆｏｒｉ１→ｎ
１７Ｉｆ（ｃｏｎｆｌｉｃｔ－ｆｒｅｅ）
１８ｓｅａｒｃｈｇｒａｃｅｆｕｌｓｐａｃｅ（ｅｄｇｅＬａｂｅｌ－１）
１９ｅｎｄｓｅａｒｃｈ
２０ｉｆ（ｇｒａｃｅｓｐａｃｅｓｅａｒｃｈｆｉｎｉｓｈｅｄ）
２１Ｔｈｉｓｇｒａｐｈｉｓｕｎｇｒａｃｅｆｕｌ
２２ｅｎｄ
由于算法２针对一个特定图，相比算法１的盲

目搜索而言，算法２具有更好的收敛性，且往往是
计算机验证非优美图的有力工具。

３　算法结果与分析
本文利用上述优美性判定算法，结合文献

［１１］中给出的生成非同构图算法，对９个点内的
所有图进行了优美性验证，以下分别列出对９个点
内的所有图的优美个数统计表，以及各个点之间图

的优美及非优美数对比表，由于篇幅有限，本文只

给出部分非优美图和优美图。

算法运行环境及硬件配置如下：

操作系统：Ｗｉｎｄｏｗｓ７６４位
处理器：Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ７－７７００ＣＰＵ

＠３６０ＧＨｚ
ＲＡＭ：６４０ＧＢ
开发环境：ＶｉｓｉｏＳｔｕｄｉｏ２０１３
开发语言：Ｃ＃

３１　点数为２－９的所有图优美个数统计
程序运行结果表明，当点数为２，３，４时，对

应的所有图是优美的，图的总个数分别为 １，２，
６。以下列出当点数为５－９时所有图的优美数及非
优美数，如表３－表７。第１列为 （ｐ，ｑ），ｐ为图
的点数，ｑ为图的边数，可知，当点数为 ｐ时，ｑ
范围为［ｐ－１，ｐ（ｐ－１）／２］；当ｑ＝ｐ－１时，此时
图全部为树，当ｑ＝ｐ（ｐ－１）／２时，此时图为完全
图；第４列为当点数为 ｐ，边数为 ｑ的情况下图的
总个数；第２列与第３列分别为当前图集中优美图
个数与非优美个数。

表３　点数为５
Ｔａｂｌｅ３　Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｉｓ５

（ｐ，ｑ） 优美图个数 非优美图个数 总数

（５，４） ３ ０ ３

（５，５） ４ １ ５

（５，６） ４ １ ５

（５，７） ４ ０ ４

（５，８） ２ ０ ２

（５，９） １ ０ １

（５，１０） ０ １ １

表４　点数为６
Ｔａｂｌｅ４　Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｉｓ６

（ｐ，ｑ） 优美图个数 非优美图个数 总数

（６，５） ６ ０ ６

（６，６） １２ １ １３

（６，７） １９ ０ １９

（６，８） ２２ ０ ２２

（６，９） １９ １ ２０

（６，１０） １２ ２ １４

（６，１１） ９ ０ ９

（６，１２） ５ ０ ５

（６，１３） ２ ０ ２

（６，１４） ０ １ １

（６，１５） ０ １ １

表５　点数为７
Ｔａｂｌｅ５　Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｉｓ７

（ｐ，ｑ） 优美图个数 非优美图个数 总数

（７，６） １１ ０ １１

（７，７） ３３ ０ ３３

（７，８） ６７ ０ ６７

（７，９） １０２ ５ １０７

（７，１０） １２８ ４ １３２

（７，１１） １３８ ０ １３８

（７，１２） １２５ １ １２６

（７，１３） ９１ ４ ９５

（７，１４） ６０ ４ ６４

（７，１５） ３６ ４ ４０

（７，１６） １９ １ ２１

（７，１７） ８ ２ １０

（７，１８） ０ ５ ５

（７，１９） ０ ２ ２

（７，２０） ０ １ １

（７，２１） ０ １ １

０８
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表６　点数为８
Ｔａｂｌｅ６　Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｉｓ８

（ｐ，ｑ） 优美图个数 非优美图个数 总数

（８，７） ２３ ０ ２３

（８，８） ８９ ０ ８９

（８，９） ２３４ ２ ２３６

（８，１０） ４７７ ９ ４８６

（８，１１） ８１４ ０ ８１４

（８，１２） １１６９ ０ １１６９

（８，１３） １４３４ ２０ １４５４

（８，１４） １５５４ ２５ １５７９

（８，１５） １５１２ ３ １５１５

（８，１６） １２８９ １ １２９０

（８，１７） ９５５ １５ ９７０

（８，１８） ６４２ １６ ６５８

（８，１９） ３９９ １ ４００

（８，２０） ２１７ ３ ２２０

（８，２１） １０３ １１ １１４

（８，２２） ４２ １４ ５６

（８，２３） １６ ８ ２４

（８，２４） ０ １１ １１

（８，２５） ０ ５ ５

（８，２６） ０ ２ ２

（８，２７） ０ １ １

（８，２８） ０ １ １

表７　点数为９
Ｔａｂｌｅ７　Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｉｓ９

（ｐ，ｑ） 优美图个数 非优美图个数 总数

（９，８） ４７ ０ ４７
（９，９） ２３９ １ ２４０
（９，１０） ７９４ ３ ７９７
（９，１１） ２０７５ ０ ２０７５
（９，１２） ４４９５ ０ ４４９５
（９，１３） ８３４６ ５８ ８４０４
（９，１４） １３７６８ ８７ １３８５５
（９，１５） ２０３０３ ０ ２０３０３
（９，１６） ２６６３１ ０ ２６６３１
（９，１７） ３１２０２ １９８ ３１４００
（９，１８） ３３１５２ ２１４ ３３３６６
（９，１９） ３１９９６ ０ ３１９９６
（９，２０） ２７７５８ ６ ２７７６４
（９，２１） ２１６６０ １５７ ２１８１７
（９，２２） １５４３０ １２８ １５５５８
（９，２３） １００９０ ６ １００９６
（９，２４） ５９５７ ２７ ５９８４
（９，２５） ３１７７ ７０ ３２４７
（９，２６） １５４４ ９１ １６３５

（９，２７） ６６５ １０５ ７７０
（９，２８） １９７ １４７ ３４４
（９，２９） ８８ ６０ １４８
（９，３０） ０ ６３ ６３
（９，３１） ０ ２５ ２５
（９，３２） ０ １１ １１
（９，３３） ０ ５ ５
（９，３４） ０ ２ ２
（９，３５） ０ １ １
（９，３６） ０ １ １

由表３－表７可以看出，（５，１０），（６，１４－
１５），（７，１８－２１），（８，２４－２８），（９，３０－３６）
中的所有图都是非优美的，符合 Ｒｏｓａ提出导致一
个图非优美的基本原因中的第２条，由此可得定理
１，并提出猜想３；由表６和表７可知，在边数不
过大的情况下，当 ｑ（ｍｏｄ４） ＝１，２时，其非优
美图个数占当前图总数的比例大幅增加，而当 ｑ
（ｍｏｄ４） ＝０，３时，其非优美图个数占比又相对
很小，符合Ｒｏｓａ提出导致一个图非优美的基本原
因中的第 ３条，即 Ｇ的边数具有错误的奇偶性，
由此可得定理２、定理３，并提出猜想４。尽管非
优美图较多，但相比图的总数而言，非优美图的数

量还是很少的，如表８所示，列出了２－９个点内
所有图的优美数量和非优美数量以及非优美占比。

由表８可知，当 ｐ≥５时，有非优美图出现，
但是非优美图数量占图总数的比例很小，而且比率

呈现减小趋势，因此可以得出，９个点内大部分图
都是优美的。

３２　９个点内部分非优美图
以下给出９个点内的部分非优美图，非优美图

的命名规则如下：Ｇ（ｐ，ｑ，ｎｕｍ），其中 ｐ为点
数，ｑ为边数，ｎｕｍ表示当前 （ｐ，ｑ）图下的第几
个非优美图，如果 （ｐ，ｑ）图中的非优美图只列
出１个，则该图直接命名为Ｇ（ｐ，ｑ）。

点数为５的非优美图已经由文献给出，一共有
３个，如图３所示。

点数为６的非优美图一共有 ６个，如图 ４所
示，其中 （１）为圈 Ｃ６，文献 ［１］已经给出对于
圈图的优美性证明，（６）为完全图Ｋ６，文献 ［６］
已经证明了当ｎ≥５时，Ｋｎ是非优美的。

点数为７的部分非优美图如图 ５所示，其中
（３）为荷兰风车，文献 ［１３－１４］中已经得出相
关结论。

１８
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表８　２－９个点内所有图的优美个数对比
Ｔａｂｌｅ８　Ａｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｇｒａｃｅｆｕｌｎｕｍｂｅｒｓｏｆａｌｌｇｒａｐｈｓｉｎ２－９ｐｏｉｎｔｓ

点数（ｐ） ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

图总数 １ ２ ６ ２１ １１２ ８５３ １１１１７ ２６１０８０

非优美图总数 ０ ０ ０ ３ ６ ３４ １４８ １４６６

优美图总数 １ ２ ６ １８ １０６ ８１９ １０９６９ ２５９６１４

非优美比率／％ ０ ０ ０ １４２８６ ５３５７ ３９８６ １３３１ ０５６２

图３　ｐ＝５的非优美图
Ｆｉｇ３　Ｕｎｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｐ＝５

图４　ｐ＝６的非优美图
Ｆｉｇ４　Ｕｎｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｐ＝６

　　点数为８的部分非优美图如图６所示。
点数为９的部分非优美图如图 ７所示。其中

（２）、（３）、 （４）是有两个圈共用一个顶点形成，
（８）为两个Ｋ５共用一个顶点形成。

由以上部分示例可以得出，大部分非优美图呈

现出很强的对称性，且很多以并图的方式出现，并

且其中有些图已经被数学证明是非优美的。

３３　９个点内部分优美图
为了说明算法的正确性和真实性，以下列出９

个点内部分优美图，而这些优美图的标号多数情况

下手工方式较难给出，以 （８，１３）， （９，１４）部
分优美图为例。

（８，１３）部分优美图如图８所示。
（９，１４）部分优美图如图９所示。

２８
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图５　ｐ＝７的部分非优美图
Ｆｉｇ５　Ｐａｒｔｉａｌｕｎｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｐ＝７

图６　 ｐ＝８的部分非优美图
Ｆｉｇ６　Ｐａｒｔｉａｌｕｎｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｐ＝８

图７　ｐ＝９的部分非优美图
Ｆｉｇ７　Ｐａｒｔｉａｌｕｎｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｐ＝９

３８
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图８　 （８，１３）部分优美图
Ｆｉｇ８　Ｐａｒｔｉａｌｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈｓｏｆ（８，１３）

图９　 （９，１４）部分优美图
Ｆｉｇ９　Ｐａｒｔｉａｌｇｒａｃｅｆｕｌｇｒａｐｈｓｏｆ（９，１４）

４８
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　　随着点数增大以及边数增多，对应的优美空间
也就越大，且图的总数量呈现出指数级增长，这导

致存储空间过大以及算法执行效率下降。因此，本

文只验证了９个点内所有图的优美性。

４　结　语
本文给出一种针对一般图的优美性验证算法，

并引入预判函数对算法进行优化，该算法可以得出

任意图的优美标号，或者确定该图非优美。然后利

用该算法对９个点内的所有图进行优美性分析，最
终得出该范围内所有的非优美图。结果表明，虽然

非优美图数量较多，但相比总数而言，非优美图数

量占比极小，而且呈现出很强的对称性，可以认

为，在有限点内，绝大多数图是优美的。文中第四

节给出相关数据及部分非优美图和优美图，对数据

进行分析，得到了３个定理，并提出相关猜想，且
所得到的数据可以为图标号领域内进一步证明相关

猜想提供基础数据支持。

由表 ８可知，９个点内的所有图的总数为
２７３１９２，优美图总数为 ２７１５３５，优美比率达到
９９３９３５％；另由定理２可知，部分点、边数确定
的 （ｐ，ｑ）图是全部优美的，因此，本文提出两
个公开问题，如下：

问题１　Ｅｒｄｓ提出大部分图是非优美的，但
未得到明确的证明。本文实验得出９个点内大部分
图是优美的，优美比率达到９９３９３５％，且非优美
比率呈递减趋势。那么随着点数的增加，非优美的

比率会怎样变化？

问题 ２　当 ｐ、ｑ满足一定的条件时，这类
（ｐ，ｑ）图全部是优美的或者是非优美的，比如：
（９，１９）图中３１９９６个图全部是优美的，（８，２４）
中１１个图全部是非优美的，这类图具有怎样的特
性？该如何刻画？
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